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METODOM KONACNIH RAZLIKA KORISTENJEM SOFTVERA MATHEMATICA

SaZetak

Parcijalne diferencijalne jednacine (PDJ) imaju vaznu ulogu u modeliranju brojnih prirodnih
pojava i tehnickih procesa. Ove jednacine najcesce opisuju kako se fizikalne velicine poput
temperature, pritiska, gustoce i elektromagnetskog polja mijenjaju u prostoru i vremenu.
Analiticko rjesavanje PDJ nije uvijek moguce Sto zahtijeva upotrebu raznih numerickih metoda
koje omogucavaju odredivanje tzv. pribliznih rjesenja.

U radu se postavljaju hipoteze o efikasnosti metode konacnih razlika u okviru programskog
softvera Mathematica. To ukljucuje numericku analizu s analitickim rjeSenjima, studiju
konvergencije i evaluaciju racunske slozenosti. Poseban naglasak je stavljen na ocekivane
doprinose u smislu optimizacije parametara metode i razvoja prakticnih smjernica za rjesavanje
PDJ-a u realnim primjenama. Takoder, u ovom radu je predstavijen softver Mathematica kao
mocan alat za matematicko modeliranje i analizu, te su predstavijene osnovne upute kako koristiti
Mathematicu za osnovne izracune, graficko prikazivanje rezultata te programiranje.

Glavni dio ovog rada cini implementacija metode konacnih razlika u Mathematici. Detaljno se
analiziraju sheme konacnih razlika za svaki tip PDJ-a, ukljucujuci eksplicitne i implicitne
aproksimacije. Ispituje se utjecaj parametara mreze na stabilnost i tacnost rjesenja.

Zavrsni dio ovog rada naglasava prednosti softvera Mathematica u povecanju produktivnosti
istrazivaca kroz integraciju racunskih, simbolickih i vizualizacijskih komponenti. Razmatraju se
ogranicenja metode i softverskog okruzenja, ukazujuci da kombinacija s drugim numerickim

metodama moZe rezultirati tacnijim i brzim rjeSenjima.

Kljucéni pojmovi: linearne parcijalne diferencijalne jednacine, metoda konacnih razlika,

jednodimenzionalna talasna jednacina, softver Mathematica.
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Parcijalne diferencijalne jednacine (PDJ) imaju znacajnu ulogu u matematickom opisivanju
prirodnih pojava i1 procesa poput difuzije, oscilacija, valova, pa ¢ak i predvidanja meteoroloskih
uvjeta ili analize strukturalnih inzenjerskih problema. PDJ opisuju kako se neka fizikalna veli¢ina
poput temperature, pritiska, gustoce ili elektromagnetskog polja mijenja u prostoru i vremenu,
¢inedi ih kljuénim alatom u modeliranju dinamickih sistema.

Njihova rjeSenja omoguéavaju predvidanje ponasanja sistema, ali su analiticka rjeSenja Cesto
nedostupna ili racunski zahtjevna zbog slozenih pocetnih i1 grani¢nih uslova. Zato se razvijaju
numericke metode s obzirom na stabilnost, brzinu konvergencije i racunsku slozenost.
Racunarski softver Mathematica omogucava brzu implementaciju numerickih metoda, nudi
ugradene funkcije za analiticko (“DSolve”) i numericko (“NDSolve”) rjesavanje PDJ-a, te
omogucava usporedbu s egzaktnim rjeSenjima za validaciju modela.

alat u rjeSavanju kompleksnih problema koji bi prije bili nedostizni.

Cilj istraZivanja

Cilj ovog rada je istraZiti primjenu softvera Mathematica u numeri¢kom rjeSavanju parcijalnih
diferencijalnih jednacina (PDJ-a), S posebnim osvrtom na metodu konaénih razlika. Odnosno, u
radu ¢e se ispitati prakticna primjena metode konacnih razlika na jednodimenzionalnoj talasnoj
jednacini koristec¢i softver Mathematica kao alat za simulaciju i vizualizaciju dobivenih rezultata.
Numericki rezultati ¢e biti usporedeni s analitickim rjeSenjima (gdje je to moguce) kako bi se
procijenila greSka aproksimacije i konvergencija metode. Analizirat ¢e se utjecaj veli¢ine mreZe,
vremenskog koraka i grani¢nih uvjeta na stabilnost numerickog rjeSenja, s posebnim osvrtom na
numericke uvjete stabilnosti poput CFL kriterija. Kroz konkretne primjere, pokazat ¢e se prednosti
1 ograni¢enja primijenjene numericke metode.

Konacno, rad ¢e dati kriticku evaluciju efikasnosti metode kona¢nih razlika te formulirati prakti¢ne

preporuke za njezinu optimalnu primjenu u realnim problemima.

Kratak uvod u softver Mathematica
Mathematica je programski paket za simbolicko i1 numericko rjeSavanje matematickih,

inzenjerskih i nau¢nih problema - od elementarne algebre do naprednih numerickih simulacija.

462



Arhitektura Mathematice se sastoji od dvije kljucne komponente: Kernel-a (jezgro, “racunski
motor” sistema) i Notebook sucelja (interaktivno okruzenje s ¢elijama za tekst, programski kod,
formule i grafiku).

U ovom radu, fokus je na primjeni softvera Mathematica u numerickom rjesavanju parcijalnih
diferencijalnih jednac¢ina metodom konacnih razlika. S obzirom da analiticka rjeSenja Cesto nisu
dostupna za realne probleme, Mathematica nudi fleksibilno programsko okruzenje sa moc¢nim

grafickim alatima za modeliranje, analizu i vizualizaciju rjesenja.

Teorijske osnove linearnih parcijalnih diferencijalnih jednacina

Parcijalne diferencijalne jedna¢ine (PDJ) opisuju odnos izmedu nepoznate funkcije u i njezinih
parcijalnih izvoda (derivacija). Osim u matematici, zna¢ajnu ulogu pronalaze i u fizici jer
modeliraju razli¢ite prirodne pojave, a sve vecu primjenu imaju i u biologiji, hemiji, raCunalnim
znanostima te ekonomiji.

Parcijalne derivacije funkcije u(x) = u(xy, x5, ..., x,) gdje su x;, x5, ..., X, Nezavisne varijable,

oznacavamo sa:

ou 0%u
X; = [0 xXixi — ) (1)
3 axi ] 6xi6xj

Za funkciju u smatramo da je klase C* na Q ako ima neprekidne parcijalne izvode reda k na Q.
Definicija 1. Parcijalna diferencijalna jednacina je jednacina oblika:
F(xl, o Xy Uy Uy ooy Uy U e Ung xy0 ) =0 (2
gdje je u = u(xq, x5, ..., X, ) Nepoznata funkcija po nezavisnim varijablama: x;, x5, ..., x,.
Red parcijalne diferencijalne jednaCine oznacava red najviSe derivacije koja se pojavljuje u
jednacini, a analizira se na otvorenom povezanom skupu Q S R™. RjeSenje parcijalne
diferencijalne jednacine (3.2) reda k na skupu Q S R™ je funkcija u € C*(Q) koja zadovoljava
jednacinu (3.2) u svakoj tacki skupa (1, a nazivamo ih klasi¢nim ili jakim rjeSenjima.
Parcijalne diferencijalne jednac¢ine mozemo klasificirati prema sljede¢im svojstvima:
1. Red jednacine - oznacava red najvise derivacije — §to je veci, teZe je rijesiti.
2. Linearne i nelinearne jednacine
a) Linearna jednacina—ako je F linearna funkcija u varijablama w i svim njezinim parcijalnim
derivacijama, a koeficijenti ovise samo o nezavisnim varijablama xy, ..., x,,.

b) Nelinarna jedna¢ina — ako nije linearna.
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¢) Kvazilinearna jednacina — ako je F linearna u svim parcijalnim derivacijama najviseg reda
od u.
PDJ drugog reda sa dvije nezavisne varijable se mogu klasificirati na tri tipa:
e hiperbolicke jednacine
e parabolicke jednacine
e clipticke jednacine.
Op¢a linearna jednacina drugog reda sa dvije nezavisne varijable ima oblik
Auyy + 2Buy,y, + Cuyy + Duy + Euy, + Fu =G 3)
gdje su: u, 4, B, C, D, E, Fi G funkcije varijabli x, y u zadanom podrué&ju 2SR? i pretpostavljamo
dajeu € C%().
Jednacinu (3.3) mozemo zapisati u operatorskom obliku L[u] = G gdje je
L=A%+ZB%+C%+D;—X+E;—3]+F )
Operatoru L je pridruzena mu je diskriminanta
Alx,y) = B*(x,y) — A(x, y)C(x, ) (5)
Zbog navedenog vrijedi da je jednacina (3.3):
a) hiperbolicka u tacki (x,y) ako je A(x,y) > 0
b) parabolicka u tacki (x, y) ako je A(x,y) =0
c) elipticka u tacki (x,y) ako je A(x,y) < 0.

Metoda konacnih razlika za rjeSavanje hiperbolic¢kih parcijalnih diferencijalnih jednacdina

Jednodimenzionalna talasna jednacdina

Metoda kona¢nih razlika funkcionira tako da zamjenjuje podrucje u kojem su nezavisne varijable
definisane kona¢nom mreZzom tacaka u kojima se aproksimira zavisna varijabla. Parcijalne
derivacije u svakoj tacki mreZe aproksimiraju se iz susjednih vrijednosti koristenjem Taylorovog
teorema. Dakle, metoda konacnih razlika pojednostavljuje rjeSavanje parcijalnih diferencijalnih
jednacina tako Sto kontinuirani problem pretvara u diskretni problem, gdje se derivacije zamjenjuju

razlikama izmedu vrijednosti funkcije na unaprijed definisanim tackama.
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Teorem 1. (Taylorov teorem) Neka U(x) ima n neprekidnih derivacija u intervalu (a, b). Onda

zaa < xy, Xg +h < b, vrijedi

Uyx (x Un-1x
U(xo + h) = U(x) + hUy (%) + h? % T ﬁ +0(™,  (6)
gdje je:
_au _d%u _davly
[ ] Ux = E' xx — E'"-»U(n—l) = W
e U,(xy) je derivacija od U u odnosu na x procijenjena na x = x,
e (O(h) je nepoznati red pogreske.
Linearna hiperbolicka parcijalna diferencijalna jednacina (PDJ) oblika
ou ou
E+aa—0, —o<x <o (7)

predstavlja jednodimenzionalnu talasnu jednaéinu koja modelira kretanje veli¢ine u, gdje je x
prostorna koordinata tijekom vremenat uz konstantu a. Da bi rjeSenje (7) bilo jedinstveno,
potrebno je zadati pocetni uslov u nekom vremenu t = t, = 0. Ako je vrijeme t = 0, funkcija
u(x, t) ima oblik:

u(x,0) = yg(x), —co<x<o0 (8)
¢ime se dobija Cauchyjev problem. Za numericko rjeSavanje problema pocetnih vrijednosti koristi
se metoda kona¢nih razlika primjenom prosirenja Taylorovog reda.

Taylorove formule za funkciju u(x) su:

2 3
u(x+h) =ulx)+ hu'(x) + %u”(x) + gu"’(sl)

u(x —h) =ulx) — hu'(x) + };—Tu”(x) — %Bu”’(sz) 9)
u(x+h) =ulx)+ hu'(x) + %u”(%)

gdje &; € [x,x + h],&, € [x — h,x], &5 € [x,x + h].

Navedene formule omogucavaju aproksimaciju derivacija gdje dobivamo izraze poznatije kao
podijeljene razlike.
,»Razlika unaprijed* predstavlja podijeljenu razliku oblika:
u(x + h) —u(x)
h

Njezina implementacija u Mathematici uvodenjem funkcije discretize glasi:
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discretize [Derivative[1][u_],h_,schemetype ->forward]:=((u[#+h]-u[h])/h)&
,»Razlika unatrag® predstavlja podijeljenu razliku oblika:
u(x) —u(x —h)
h

Implementaciju ,,razlike unatrag* mozemo predstaviti u Mathematici pomocu funkcije discretize:

discretize [Derivative[1][u_],h_,schemetype ->bachward]:=((u[#]-u[#-h])/h)&

Konacno, podijeljena razlika po imenu ,,srediSnja razlika® definisana je kao
u(x +h) —u(x—h)
2h

Implementaciju ,,srediSnje razlike* takoder mozemo predstaviti u softveru Mathematica:

discretize [Derivative[1][u_],h_,schemetype ->central]:=((u[#+h]-u[#-h])/(2h))&

Pravilo scheme type se koristi za specifikaciju vrste podijeljene razlike.
U nastavku je prikazan postupak dobivanja razlike unatrag i srediSnje razlike u softveru

Mathematica, analogno:

4= uxl =discretize[u', h, schemetype = backward][x]
uf[x] —u[-h+x]

h

Slika 1. Postupak dobivanja razlike unatrag koristeci pravilo scheme type

n[El= ux2 = discretize[u', h, schemetype - central][x]

—u[-h+x]+u[h+x]

2h

LERE L pu-

Slika 2. Postupak dobivanja razlike unatrag koristeci pravilo scheme type

Analiticko rjeSenje parcijalne diferencijalne jednacine definisano je u kontinuiranom podrucju
varijabli u i t, dok se aproksimativno rjeSenje odreduje samo u nekim diskretnim tackama (u, t)
ravnine (Ganzha i Vorozhtsov,1995). Ako se rjesenje PDJ trazi na segmentu [a4, b, ], tada je i broj

tacaka u tom segmentu konacan.
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Konacan skup tacaka na segmentu [a4, b;] koji zadovoljava uvjet

A =X <X <Xy << Xy_1 <Xy =hby (20)
naziva se prostorna mreza pri ¢emu je x prostorna varijabla, a tacke x; predstavljaju ¢vorove
mreze.
Ako numericko rjeSenje jednacine (8) treba odrediti u konacnom vremenskom intervalu 0 <t <
T, tada se definiSe mreza na t — 0si kao:

0 =ty <t;<t, <<ty 1<ty=T (11)

Mreze (4.1.5) i (4.1.6) nazivaju se uniformne mreZe ako su zadovoljeni sljedeci uvjeti:

xj=a,+jh, j=01...M; t,=nt, n=0,.,N (12)
gdjeje h = W korak prostorne mreze, a T = %vremenski korak.

Uvedimo uniformnu mrezu G, U (x,t) ravni kao konacni skup tacaka na presjeku pravih linija

(Slika 3). Funkcija u = u(x, t) koja je odredena u ¢vorovima mreze Gy naziva se mrezna funkcija.

Lt

T

t=mnrt

K e

ay 0 x = a;+jh b,

Slika 3. Uniformna mreza Gy, u ravni (x,t)
Prikaz rjeSavanja jednodimenzionalne talasne jednacine moZze se predstaviti koriStenjem softvera
Mathematica. Prvenstveno je potrebno definisati parametre i pocetni uslov, a za numericko
rjeSenje koristimo metodu konacnih razlika, gdje se prostor i vrijeme diskretiziraju na mrezi, a
vrijednosti funkcije u vremenu se racunaju iterativno (primjer 1). Na kraju ¢emo usporediti
numericki rezultat s analiti€¢kim rjeSenjem, provesti analizu stabilnosti te konvergencije koji zavise

od izbora mreze i veli¢ine koraka.
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Primjer 1. Primjena metode kona¢nih razlika za rjeSavanje jednodimenzionalne talasne jednacine
For[j = 2, j <= Nt, j++,
uNext = Table[
Ifli == 1| i==Nx+ 1, uCurr[[i]],
2 uCurr[[i]] - uPrev[[i]] + (c"2 dt*2 / dx”2) (uCurr[[i + 1]] - 2 uCurr[[i]] + uCurr[[i - 1]]]1,
{i, 1, Nx + 1}
l;
uPrev = uCurr;
uCurr = uNext;
l;

Usporedba analitickog 1| numerickog rieSenja

—— Numericko
Analiticko

CFL uvjet zadovoljen (8.85)
Srednja kvadratna pogreska (MSE): ©.00182081

Slika 4. Prikaz rezultata pri rjeSavanju jednodimenzionalne talasne jednacine

Numeric¢ko rjeSenje talasne jednacine dobiveno metodom konaénih razlika pokazuje dobro
slaganje s analitickim rjeSenjem. Srednja kvadratna pogreska od 0.00182081 je mala, Sto znaci da
numeri¢ka aproksimacija prati tacno rjeSenje. CFL uvjet je zadovoljen S§to potvrduje da je
numeric¢ka shema stabilna.

Dakle, za pouzdanost rjesenja je potrebno da je metoda stabilna i da rjeSenje konvergira prema
tacnom rjesSenju s prihvatljivom precizno$¢u za zadani broj vremenskih i prostornih koraka. Za jo$
veéu tacnost, MSE se moze dodatno smanjiti povecanjem broja podjela u prostoru N, |

vremenu N, odnosno smanjenjem veli¢ine prostornog koraka dx i veli¢ine vremenskog koraka dt.
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Metoda neodredenih koeficijenata
Metoda neodredenih koeficijenata je jedna od metoda koja se koristi za derivaciju podijeljenih
razlika vecée tacnosti ili za aproksimaciju derivacija viseg reda.
Za dobijanje podijeljene razlike koja aproksimira drugu derivaciju u''(x) u tacki x =x; i
ukljucuje samo vrijednosti u;_q, u; i uj,; moze se primijeniti softver Mathematica primjenom
formule (4.1.4) i odabirom aproksimacije oblika:
Une (%) = aujpy + by + cuj_y
Kako je ujq = u(xj+1) =u(a; +(G+1h)=u(a; +jh+h) = u(xj + h) =u(x + h),
izraz se moze napisati u obliku:
uxx(xj) = au(x + h) + bu(x) + cu(x — h)
U Mathematici to izgleda kao:
A= uxx =axu[x+h]+bxu[x]+c*u[x-h]

ouifl]= bu[x]+cu[-h+x]+au[h+x]
n[Z]= 5 = Normal[Serdies[uxx, {h, 8, 2}]]

1.
outf2l= au[x]+bul[x]+cu[x]+hi{auv|x]-cu[x])+=-h"(au’[x]+cu’[x])
2

Slika 5. Dobivanje podijeljene razlike koja aproksimira drugu derivaciju

Funkcija Normal [expr] uklanja ¢lan O(h¥) i svodi izraz na standardni oblik. 1z Taylorovog
prosirenja izraza u,, uoc¢avamo da je s polinom od h. Kako Zelimo da vrijedi s = u,, potrebno
je izraziti s u obliku s = u''[x] koji treba vrijediti za bilo koju vrijednost h. Zbog toga
zahtijevamo da svaki koeficijent uz razli¢ite stepene od h u izrazu s — u'’[x] bude jednak nuli.
Na taj naCin dolazimo do algebarskog sistema jednacina pomocu kojeg odredujemo
koeficijente a,b,c u izrazu u,,. Koeficijente uz u,u’,u”,..., izjednatavamo s nulom radi
formiranja jednostavnijeg algebarskog sistema s neodredenim koeficijentima i korakom h.

Navedeni pristup ¢ini osnovu metode neodredenih koeficijenata za konstrukciju aproksimacija

konacnih razlika. Metodu primjenjujemo u softveru Mathematica.
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nEl= sl=s=u'""[x]

outfd= au[x]+bu[x]+cul[x]+h |:-5||,'[>-:]—CL'[:-:]}—u'[:-:]+§l1l lau’[=x]+cu’[x])

i

nld]= derlist = Prepend[Union[Cases[{s1}, Derivative[_][ullx], -1]], u[x]]

owigk {ulx], u'[x], u”[x]}

n[sl= coefh = DeleteCases[Flatten|[Coefficientlist[s1l, derlist]], 2]

ah® ch? )
out]s]= {-1+ + ,ah-ch, a+b+c
iL > 2 ) J

Slika 6. Primjena metode neodredenih koeficijenata za aproksimaciju konacnih razlika

Aproksimacija razlike za u"’ (x;) moze se zapisati kao:
'U.j+1 - Zu] + uj_l
h? '

Najjednostavnija metoda za konstrukciju pocetnih i1 rubnih problema koji aproksimiraju pocetne i

u” (%) =

rubne probleme za PDJ se sastoji od zamjene parcijalnih derivacija odgovaraju¢im podijeljenim

razlikama.
Zamijenimo vremensku derivaciju a—’: u (12) sa razlikom unaprijed

ou u(x,t+71)—u(xt)
ot T

. .. ou .
a prostornu derivaciju o, 5a razlikom unatrag
ou u(x,t) —u(x —h,t)
at h

U ¢voru mreze (xj, t,) moZemo napisati

(‘l“) i (a—”> o (13)
0t/ x=xt=t, T © \ox x=xjt=ty h 7
Zamjenom izraza (4.2.1) u PDJ (4.1.2) za parcijalne derivacije, dobivamo
W Y W TN 040,42 n =01, N 14
T +a h - ;]— ;_;_’---;n_ R AL ] ( )
w’ =uo(jh), j=0,%1,.. (15)

Jednacina (14) se naziva jednacina konac¢nih razlika ili shema konac¢nih razlika ili diferencijska

shema. Problem razlike (14) — (15) naziva se problem razlike pocetnih vrijednosti.
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Jednacinu konacnih razlika (14) mozemo dobiti i koriStenjem softvera Mathematica:
n[11]= eqn = Derivative[1][u][t] +aDerivative[l][u][x] ==8

out11]= Lp'l't]—a Lp'l'x] == 0

2= egnl=eqn /. {u'[t] = (u[j, n+1]-u[], n]) /tau, u'[x] = (u[j, n]-u[j-1, n])/h}

a(-u[-1+j, n]+u[j, n]) -u[j, n]+u[f,; L+n]
+ ==

h tau

Slika 7. Dobivanje jednacine konacnih razlika

Fourierova analiza stabilnosti

Fourierova analiza ima izuzetno vaZnost u proucavanju ta¢nosti numerickih metoda, jer
omogucava detaljno ispitivanje njihovih osobina, ukljucuju¢i preciznost aproksimacija,
konvergenciju i greske (Morton i Mayers, 2005). Osim toga, igra klju¢nu ulogu u analizi stabilnosti
ovih metoda, pruzaju¢i uvid u njithovo ponasanje kroz vremenske i frekvencijske domene, Sto je
od posebne vaznosti u primjenama kod rjeSavanja parcijalnih diferencijalnih jednacina. Jednacina
oblika

_6 + _6 =p(xt), —0o<x<o®© 16
ot “ax Pt x (16)

gdje je ¢(x, t) data funkcija, naziva se i funkcijom prisile, gdje jelp(x, t)| < 0 za —0 < x <
oo .

Ova jednacina se moZe aproksimirati pomocu jednacine za kona¢nu razliku unaprijed:

utl —yn ul —ut
] L +a- i @(jh,nt) (17)
T h
j=0,%1,%2,..; n=0,1,..,N
u = uo(jh), j=0,%1, .. (18)

Razmatramo modifikovane pocetne probleme radi ispitivanja stabilnosti problema s obzirom na
poremecaj & u]p pocetnih podataka u]‘-):

uj =uo(Gh) + 6up, j=0,%1,.. (19)
Koriste¢i (19) dobiju se vrijednosti rjeSenja uj’ zan = 1,2,..., N izracunate metodom konacnih

razlika koje zadovoljavaju jednacinu

1

n n__,n
=J +Ej uj

2j Ej—l .
- +a o = @(jh,n1) (20)
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gdje je
ul=ul+oul, j=0,41,42,.. (21)

Zamijenimo sada (21) u (20) i oduzmimo (18) kako bismo dobili jednacinu

Suf*tt —sut  Sul - suft,
. +a A =0, n=01,..,N (22)

. v . ;. 0
uz zadani poCetni poremecaj §u; .

Definicija 2. Problem pocetne vrijednosti razlike (20), (21) naziva se stabilnim u odnosu na
poremecaj pocetnih podataka, ako je uslov

su™ < cou’ (23)
zadovoljen za proizvoljnu ogranicenu funkciju u](-) = uy(jh), gdje je ¢ konstanta koja ne zavisi od

hirt.

Uslov (23 treba biti zadovoljen i za pocetni poremecaj oblika
Sup = e'h; j=0,41,.. (24)
gdje je a realni parametar. Rjesenje problema (22), (24) ima oblik
sult = Amelah (25)
gdje je A = A(@) odredeno zamjenom izraza (25) u homogenu jednacinu (22)
MK, &) =1-K(1—e7) (26)
gdjejeKz%iszah.
Izraz (26) za A(¢) se naziva faktor pojac¢anja sheme konacnih razlika (22). Za rjeSenje (24) vrijedi
jednakost
|6ujn| = |A(K,e)|”|5u})|
Nejednakost
IA(K,e)|"<c¢,n=0,1,..,N (27)
je potrebna da bi uvjet (24) bio zadovoljen, a moguca je samo ako je
IA(K,e)| <1+ ¢t (28)

gdje je c; konstanta koja ne ovisi od 7 i h i treba biti zadovoljen za sve ¢ radi osiguravanja

stabilnosti. Uvjet (28) se naziva Neumannovim potrebnim uvjetom stabilnosti.
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U prakti¢nim analizama stabilnosti obi¢no se pretpostavlja da je ¢; = 0 u (28).
Von Neumannov uvjet (28) trebao bi vrijediti takoder i za male pozitivne vrijednosti ¢; i T pa
mozemo zahtijevati da je |1|> < 1 i smatra se da je zadovoljen ako vrijedi

0<K<1 (29)

Broj K = % se naziva Courantov broj. Uvjet (29) osigurava da zatvorena kriva koju ¢ine tacke

(ReA(K, €),ImA(K, €)) ostane unutar jedini¢ne kruznice |A(K, €)| < 1 kompleksne ravni.
Jednacina razlike za poremecaj du;* koja se moze dobiti iz (4.2.2) podudara se s jednacinom (22)
pa je shema konacnih razlika (17) nestabilna za a < 0. Drugi naziv za navedenu metodu analize

stabilnosti je Fourierova metoda ili spektralna metoda.

Primjer 2. Primjena metode konacnih razlika za ispitivanje Fourierove analize stabilnosti
primjenom na transportnu jednacinu
uNumeric = Table[uO[i*dx], {i, 0, nx}];
Dol
uNew = Table[
uNumeric[[i]] - (a*dt)/(2*dx) (uNumeric[[i + 1]] - uNumeric[[i - 1]]),
{i, 2, nx}
l;
(* Fourierova analiza stabilnosti *)
lambda[k_, eps_] := (1 - cfl*k - eps) + I*cfl*k;

Primjer 2. predstavlja implementaciju Fourierove metode koriste¢i softver Mathematica
analiziraju¢i rjeSavanje transportne jednacine koriste¢i metodu konacnih razlika. Transportna
jednacina je hiperboli¢ka jednacina prvog reda (po analogiji) jer rjeSenja imaju karakteristicne
linije duz kojih se prenosi informacija, a mogu postojati i diskontinuiteti (primjerice talasi). Kod
ukljucuje vizualizaciju rjeSenja, analizu greske i provjeru stabilnosti kroz modifikovane faktore
pojacanja. Ocekuje se da ¢e rezultati potvrditi pretpostavke o stabilnosti i taénosti metode kona¢nih

razlika, kao 1 pruziti uvid u optimizaciju parametara za efikasno rjeSavanje PDJ-a.
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Apsolutna greska

Transportna jednadina:t =05

Numericko ok

----- AnalitiZko

CFL broj: 8.9
Maksimalna greika: 3.40017
Prosjecna greska: 8.589485

Fourierova analiza stabilnosti
Im

0.1
05

Slika 8. Prikaz rezultata pri rjeSavanju transportne jednacine uz ispitivanje Fourierove analize
stabilnosti

Rezultati implementacije pomocu metode konac¢nih razlika uspjeSno su prikazali evoluciju
transporta u simuliranoj domeni. Iako je numeric¢ko rjeSenje pokazalo odredene greske u odnosu
na analiticko rjeSenje, one su bile unutar prihvatljivih granica za CFL broj (0.9). Na temelju
izvedene analize greSaka, maksimalna greska bila je 3.40017, dok je prosje¢na greSka iznosila
0.509485.

Fourierova analiza stabilnosti ukazuje na to da je numericka metoda stabilna za odabrane
vrijednosti parametra CFL, budu¢i da su ¢ vrijednosti smjestene 1 unutar 1 izvan jedini¢nog kruga
u kompleksnoj ravnini. Ovo potvrduje da metoda konacnih razlika zadovoljava uvjete stabilnosti
za koriStene parametre.

Opcenito, metoda konac¢nih razlika se pokazala kao uc¢inkovito sredstvo za rjeSavanje transportne
jednacine u ovom slucaju, uz potrebnu paznju na odabir parametra CFL kako bi se osigurala

stabilnost i tacnost numerickog rjesenja.
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Pojam konvergencije

Pojam konvergencije kod sheme konac¢nih razlika prema PDJ znaci da rjesenje jednacine konacnih
razlika konvergira rjeSenju parcijalnih diferencijalnih jednacina pri h = 0,7 — 0.

Teorem 2. Neka je problem pocetne vrijednosti za PDJ dobro postavijen i neka problem pocetne
vrijednosti razlike aproksimira problem pocetne vrijednosti za PDJ. Tada je stabilnost rjesenja
problema konacnih razlika pocetnih vrijednosti nuzna i dovoljna za konvergenciju rjesSenja
konacnih razlika rjesenju problema konacnih razlika za datu PDJ.

Iz tvrdnje ove teoreme o konvergenciji rjeSenja PDJ slijedi da shema kona¢nih razlika odabrana
za rjeSenje primijenjenog problema treba imati svojstva aproksimacije i stabilnosti.

Jedan od nacina za provjeru konvergencije je provjeriti tacnost numeri¢kog rjeSenja za zadane
veli¢ine koraka mreze 7 i h usporedbom numeric¢kog rjeSenja s tatnim analiti¢kim rjeSenjem nekog
problema.

Drugi nacin proucavanja konvergencije numerickog rjeSenja sastoji se u tome da se oznaci sa

u(hq, t1) numericko rjeSenje dobiveno za neku odabranu vrijednost t > 0, a neka u(h,, t,) bude

.y oy . . .. .. . . h T
numeric¢ko rjeSenje dobiveno pri manjim vrijednostima h i T, npr. h, = 71, T, = 71

Ako je razlika |u(hq, ;1) — u(hy, )| dovoljno mala u svim évorovima (j) prostorne ra¢unalne
mreze, npr. pogreSka ne prelazi neku vrijednost &, tada se moze dati subjektivan sud o

konvergenciji.
ZAKLJUCAK

Na osnovu provedenih numerickih simulacija 1 analize metode kona¢nih razlika u softveru
Mathematica pri rjeSavanju linearnth PDJ, moze se zakljuciti da je implementacija metode
konacnih razlika pokazala visoku efikasnost, stabilnost i taénost u zadanim uvjetima. Rezultati su
potvrdeni poredenjem s analitiCkim rjeSenjem, u nekim sluc¢ajevima kada postoje analiticka
rjeSenja odgovarajuce linearne PDJ.

Posebno je naglaseno da zadovoljavanje CFL uslova ima klju¢nu ulogu u osiguravanju stabilnosti

numerickih shema, ¢ime se omogucuje konvergencija prema tacnom rjesenju.
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Graficke vizualizacije su dodatno potvrdile tvrdnje o stabilnosti rjeSenja i konvergenciji, a posebno
je istaknuta i1 vaznost pravilnog izbora diskretizacijskih parametara (broj tacaka u prostoru i
vremenu) kako bi se postigla Zeljena preciznost.

Dakle, metoda konac¢nih razlika predstavlja mocan alat za numericko rjeSavanje linearnih PDJ, a
njezina efikasnost zavisi o poStivanju uslova stabilnost 1 te detaljnoj analizi pogresaka i

konvergencije.
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NUMERICAL SOLUTION OF ONE-DIMENSIONAL WAVE EQUATIONS BY FINITE
DIFFERENCE METHOD USING MATHEMATICA SOFTWARE

Abstract
Partial differential equations (PDEs) play an important role in modeling numerous natural
phenomena and technical processes. These equations most often describe how physical quantities
such as temperature, pressure, density, and electromagnetic fields change in space and time.
Analytical solution of PDEs is not always possible, which requires the use of various numerical
methods that allow the determination of so-called approximate solutions.
The paper hypothesizes the efficiency of the finite difference method within the Mathematica
software. This includes numerical analysis with analytical solutions, convergence study, and
evaluation of computational complexity. Special emphasis is placed on the expected contributions
in terms of optimization of the method parameters and development of practical guidelines for
solving PDEs in real applications.
A detailed overview of PDJs is given, starting with their mathematical classification according to
characteristics (elliptic, parabolic, and hyperbolic). Classical problems with fixed initial and
boundary conditions and problems with variable boundaries are considered.
The main part of this paper consists of the implementation of the finite difference method in
Mathematica. Finite difference schemes for each type of PDJ are analyzed in detail, including
explicit and implicit approximations. The influence of network parameters on the stability and
accuracy of solutions is examined.
The final part of this paper emphasizes the advantages of Mathematica software in increasing
researcher productivity through the integration of computational, symbolic, and visualization
components. The limitations of the method and software environment are discussed, indicating

that a combination with other numerical methods can result in more accurate and faster solutions.

Keywords: linear partial differential equations, finite difference method, one-dimensional wave

equation, Mathematica software.
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